
ÏÎÐÎÃÎÂÎÅ ÀÃÐÅÃÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÐÀÍÆÈÐÎÂÎÊ

À.Å. Ëåïñêèé

Ìåæäóíàðîäíûé öåíòð àíàëèçà è âûáîðà ðåøåíèé, ÍÈÓ ÂØÝ, Ìîñêâà

XIV Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (ÂÑÏÓ-2024),
17�20 èþíÿ, 2024, ÈÏÓ ÐÀÍ, Ìîñêâà

À.Å. Ëåïñêèé (ÂØÝ) Ïîðîãîâîå àãðåãèðîâàíèå 1 / 18



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à ðàíæèðîâàíèÿ àëüòåðíàòèâ

Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ ðàíæèðîâàòü àëüòåðíàòèâû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
îöåíèâàåòñÿ ïî ðÿäó êðèòåðèåâ.
Ïîïóëÿðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ � àãðåãèðîâàíèå êðèòåðèàëüíûõ
âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé àëüòåðíàòèâå, â ðàíãè ýòèõ
àëüòåðíàòèâ [Ïîäèíîâñêèé 2023].

Çà÷àñòóþ òàêèå ïðàâèëà äîëæíû èìåòü íåêîìïåíñàòîðíûé
õàðàêòåð, ò.å. íèçêèå îöåíêè ïî îäíèì êðèòåðèÿì íå ìîãóò áûòü
êîìïåíñèðîâàíû âûñîêèìè îöåíêàìè ïî äðóãèì êðèòåðèÿì.

Ïðèìåðû: âûáîð òîâàðîâ ïî ðÿäó êðèòåðèåâ, îòáîð êàíäèäàòîâ
íà äîëæíîñòü è ò. ä.

Îäíèì èç íåêîìïåíñòîðíûõ ìåòîäîâ àãðåãèðîâàíèÿ ïðåäïî÷òåíèé
ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîå ïðàâèëî àãðåãèðîâàíèÿ, ÏÀ [Àëåñêåðîâ è
ßêóáà 2003, Àëåñêåðîâ è äð 2007].
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïëàí ïðåçåíòàöèè

Êëàññè÷åñêîå ÏÀ: âñå àëüòåðíàòèâû îöåíèâàþòñÿ
â m-ãðàäàöèîííîé øêàëå.

Îöåíêè â àëüòåðíàòèâàõ ìîãóò áûòü íåòî÷íûìè. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàåò çàäà÷à îáîáùåíèÿ ÏÀ.

Õàðàêòåð íåòî÷íîñòåé äàííûõ (íàïðèìåð, ýêñïåðòíûõ îöåíîê):
âåðîÿòíîñòíûé, èíòåðâàëüíûé, íå÷åòêèé è ò. ä.

Ïëàí ïðåçåíòàöèè

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ÏÏÀ;

Çàäà÷à ÏÀ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè;
Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè

Ñëó÷àéíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îöåíîê;

Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìîùíîñòè;

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ðàíæèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ìîùíîñòåé;

×èñëåííûé ïðèìåð;

Çàêëþ÷åíèå.
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Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÏÀ

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ÏÀ

[Àëåñêåðîâ è ßêóáà 2003, Àëåñêåðîâ è äð 2007]

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ-âåêòîðîâ x = (x1, ..., xn), ãäå
xi ∈ {1, 2, 3}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îïåðàòîð àãðåãèðîâàíèÿ
φn = φ : X → R, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) Ïàðåòî-äîìèíèðîâàíèå: åñëè x,y ∈ X è xi ≥ yi ∀i,
∃s : xs > ys, òî φ(x) > φ(y);

2) ïîïàðíàÿ êîìïåíñèðóåìîñòü êðèòåðèåâ: åñëè x,y ∈ X è
vk(x) = vk(y) k = 1, 2, òî φ(x) = φ(y), ãäå vk(x) = |{i : xi = k}|
� ÷èñëî îöåíîê k â àëüòåðíàòèâå x, k = 1, 2, 3;

3) ïîðîãîâàÿ íåêîìïåíñèðóåìîñòü: φ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

) > φ(x) ∀x ∈ X:

∃s : xs = 1;

4) àêñèîìà ðåäóêöèè: åñëè ∀x,y ∈ X ∃s : xs = ys, òî
φn(x) > φn(y) ⇔ φn−1(x−s) > φn−1(y−s), ãäå
x−s = (x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn).
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Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÏÀ

Ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûì àêñèîìàì óäîâëåòâîðÿåò
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïðàâèëî àãðåãèðîâàíèÿ:

φ(x) > φ(y) ⇔

v1(x) < v1(y)

èëè ∃j ∈ {1, 2} : vk(x) = vk(y)∀k ≤ j è vk+1(x) < vk+1(y).

Â [Aleskerov et al 2010] çàäà÷à ÏÀ áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé
m-ãðàäàöèîííûõ øêàë, m ≥ 3.
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Çàäà÷à ÏÀ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè

Çàäà÷à ÏÀ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè

Äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îáîáùåíèé ÏÀ íà ñëó÷àé
íåòî÷íûõ äàííûõ:

ïîñòðîåíèå àêñèîìàòèêè è ïðàâèëà àãðåãèðîâàíèÿ íà îñíîâå
ýòîé íîâîé àêñèîìàòèêè;

ïîñòðîåíèå àíàëîãà âåêòîðà ìîùíîñòè îöåíîê äëÿ íåòî÷íûõ
äàííûõ.

Àíàëîã âåêòîðà ìîùíîñòè îöåíîê äëÿ íåòî÷íûõ äàííûõ:

ïîñòðîåíèå âåêòîðà ñêàëÿðíûõ ìîùíîñòåé ìíîæåñòâà íåòî÷íûõ
îöåíîê;

ïîñòðîåíèå íåòî÷íîé ôóíêöèè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà íåòî÷íûõ
îöåíîê.
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Çàäà÷à ÏÀ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè

Ñêàëÿðíûé ïîäõîä � èñïîëüçóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ (ñêàëÿðíàÿ)
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íåòî÷íûõ îöåíîê
è îáîáùàþùàÿ ïîíÿòèå ìîùíîñòè. Íàïðèìåð, â [Lepskiy 2023]
ïîñòðîåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ
ýêñïåðòíûõ îöåíîê.

Íåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà íåòî÷íûõ îöåíîê
îïðåäåëåííîãî ðàíà ñòðîèòñÿ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè
íåòî÷íîñòè. Íàïðèìåð, â [Lepskiy 2024] ðàññìàòðèâàëàñü íå÷åòêàÿ
ìîùíîñòü äëÿ ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ îöåíîê.
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Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè

Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè

Ïóñòü êàæäàÿ àëüòåðíàòèâà ïðåäñòàâëåíà n-ìåðíûì âåêòîðîì
x̃ = (x̃1, . . . , x̃n), ãäå îöåíêà x̃i õàðàêòåðèçóåòñÿ òðîéêîé
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x̃i = (piL, piM , piH), piL + piM + piH = 1,
i = 1, . . . , n. ×èñëà piL, piM è piH � ñóáúåêòèâíûå âåðîÿòíîñòè,
ñ êîòîðûìè i-é ýêñïåðò îöåíèâàåò ïðèíàäëåæíîñòü àëüòåðíàòèâû
êëàññàì íèçêèõ îöåíîê L, ñðåäíèõ îöåíîê M è âûñîêèõ îöåíîê H
ñîîòâåòñòâåííî.

Îòíîñèòåëüíî àëüòåðíàòèâû x̃ èìååì ìàòðèöó

P (x̃) = (piS)
n
i=1;S=L,M,H .
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Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè Ñëó÷àéíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îöåíîê

Ñëó÷àéíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îöåíîê

Ðàññìîòðèì ÑÂ CS (x̃), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ k ∈ {0, . . . , n} è
P {CS (x̃) = k} � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îöåíîê n ýêñïåðòîâ
áóäåò ðîâíî k îöåíîê êëàññà S ∈ {L,M,H}.
ÑÂ CS (x̃) � ñëó÷àéíûå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà îöåíîê êëàññà
S ∈ {L,M,H}.
Ïóñòü Ik = {(i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n}. Òîãäà
P {CS (x̃) = k} = qk(pS), ãäå pS = (p1S , . . . , pnS) è

q0(α) = (1− α1) . . . (1− αn),

qk(α) =
∑

(i1,...,ik)∈Ik

αi1 . . . αik(1− αj1) . . . (1− αjn−k
), (1)

ãäå {j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik}, α = (α1, . . . , αn) ∈ [0, 1]n.
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Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìîùíîñòè

Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìîùíîñòè

Ïóñòü Q(α) � ÑÂ, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå (1).

Îòìåòèì íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà:

1) åñëè α = (α1, . . . , αn) ∈ {0, 1}n, òî qk(α) =

{
1, k =

∑n
i=1 αi,

0, k ̸=
∑n

i=1 αi,
k = 0, . . . , n;

2) åñëè α1 = . . . = αn = p ∈ (0, 1), òî qk =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k,

k = 0, . . . , n � áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;

3) E[Q(α)] =
∑n

k=1 αk;

4) σ2[Q(α)] =
∑n

k=1 αk(1− αk);

5) ðàñïðåäåëåíèå Q(α) = (q0(α), . . . , qn(α)) � óíèìîäàëüíîå, ò. å.
∃r, s ∈ {0, . . . , n}, r ≤ s: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (q0(α), . . . , qr(α)) �
íåóáûâàþùàÿ, (qs(α), . . . , qn(α)) � íåâîçðàñòàþùàÿ,
qr(α) = . . . = qs(α).
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Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè Ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìîùíîñòè

Ñâîéñòâî 1) îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå âûðîæäåííûõ (íåñëó÷àéíûõ)
îöåíîê ðàñïðåäåëåíèå Q(α) = (q0(α), . . . , qn(α)) òàêæå ñòàíîâèòñÿ
âûðîæäåííûì è qk(α) = 1 äëÿ èíäåêñà k, ðàâíîãî ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà (íåñëó÷àéíûõ) îöåíîê.

Èç ñâîéñòâà 3) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
CS (x̃) áóäóò ðàâíû E [CS (x̃)] =

∑n
i=1 piS , S ∈ {L,M,H}.
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Çàäà÷à ÏÀ ñ âåðîÿòíîñòíûìè äàííûìè Ðàíæèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ìîùíîñòåé

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ðàíæèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ

ìîùíîñòåé îöåíîê

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðàâèëà ðàíæèðîâàíèÿ
ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ àëüòåðíàòèâ {x̃} îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè âåðîÿòíîñòíîé ìîùíîñòè C (x̃) = (CL (x̃) , CM (x̃) , CH (x̃))
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðîå ïðàâèëî ñðàâíåíèÿ
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé [Ëåïñêèé 2017].

Íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçîâàòü ñðàâíåíèå ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ E[·],
òî

φ (x̃) > φ (ỹ) ⇔ E [CL (x̃)] < E [CL (ỹ)]

èëè E [CL (x̃)] = E [CL (ỹ)] , E [CM (x̃)] < E [CM (ỹ)]

èëè E [CL (x̃)] = E [CL (ỹ)] , E [CM (x̃)] = E [CM (ỹ)] ,

E [CH (x̃)] < E [CH (ỹ)] .
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×èñëåííûé ïðèìåð

×èñëåííûé ïðèìåð

Ïóñòü çàäàíû 5 âåðîÿòíîñòíûõ îöåíîê äâóõ àëüòåðíàòèâ: âåêòîðû
x̃ = (x̃1, . . . , x̃5) è ỹ = (ỹ1, . . . , ỹ5).

x̃ ỹ

x̃1 = (0.3, 0.6, 0.1) ỹ1 = (0.2, 0.3, 0.5)
x̃2 = (0.4, 0.5, 0.1) ỹ2 = (0.2, 0.7, 0.1)
x̃3 = (0.6, 0.2, 0.2) ỹ3 = (0.8, 0.2, 0)
x̃4 = (0.7, 0.2, 0.1) ỹ4 = (0.1, 0.3, 0.6)
x̃5 = (0.3, 0.3, 0.4) ỹ5 = (0.1, 0.9, 0)
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×èñëåííûé ïðèìåð

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ðàñïðåäåëåíèé
C (x̃) = (CL (x̃) , CM (x̃) , CH (x̃)) è C (ỹ) = (CL (ỹ) , CM (ỹ) , CH (ỹ))
ïî ôîðìóëå (1) è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 E [·]
P {CL (x̃) = k} 0.03 0.19 0.36 0.3 0.11 0.01 2.3
P {CM (x̃) = k} 0.09 0.31 0.37 0.19 0.04 0 1.8
P {CH (x̃) = k} 0.35 0.44 0.18 0.03 0 0 0.9

P {CL (ỹ) = k} 0.1 0.49 0.32 0.08 0.01 0 1.4
P {CM (ỹ) = k} 0.01 0.15 0.4 0.33 0.1 0.01 2.4
P {CH (ỹ) = k} 0.18 0.47 0.32 0.03 0 0 1.2
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×èñëåííûé ïðèìåð

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñðàâíåíèå ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ, ïîëó÷èì, ÷òî

φ (x̃) < φ (ỹ) ,

òàê êàê
E [CL (x̃)] > E [CL (ỹ)] .
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Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå

1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îáîáùåíèÿ ïîðîãîâîãî ïðàâèëà
àãðåãèðîâàíèÿ òðåõãðàäàöèîííûõ ðàíæèðîâîê íà ñëó÷àé, êîãäà
îöåíêè àëüòåðíàòèâ ïî ðÿäó êðèòåðèåâ çàäàíû â âèäå
äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé;

2 ïîñòðîåíà ñëó÷àéíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ
îöåíîê çàäàííîãî ðàíãà;

3 èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ìîùíîñòè.
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Ñïèñîê èñòî÷íèêîâ

Ñïèñîê èñòî÷íèêîâ
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